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Agenda

‣ La progettazione di traiettorie spaziali
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‣ I punti lagrangiani

‣ Natura dei punti lagrangiani

‣ Le varietà invarianti
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‣ Conclusioni
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Il problema dei due corpi
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E =
1
2
v2 − k

r
= cost

h = r× v = cost

‣ equazione di moto:

‣ energia

‣ momento angolare

r̈ +
k

r3
r = 0

ρ = r
(mp

ms

)2/5

‣ raggio sfera di influenza

r

v

ρ
mp ms

E < 0
E = 0

E > 0 iperbole

parabola

ellisse
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Il metodo delle “patched-conics”

Intera traiettoria determinata dall’unione di diverse 
coniche, soluzioni del problema di Keplero

4

‣ richiede la soluzione di problemi a due corpi (sole/pianeta-sonda)
‣ considera una sola attrazione gravitazionale
‣ introduce il concetto di sfere d’influenza
‣ consente di progettare traiettorie complesse (multiple gravity assist)
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La missione Rosetta

5

Because it was decided not to open the tanks to avoid
corrosion, the extra 20% tank capacity could not be used
and the S/C wet mass and the DeltaV capacity was fixed.
For this fixed mass, the DeltaV budget is given in Tab. 2
and the Ariane-5/G+ launcher performance is given in
Fig. 1.

Fig. 1.AR-5G+ performance for S/C mass of 3067 kg

3. CANDIDATE MISSIONS

The results of the search for candidate missions is sum-
marized in Tab. 2.

The Wirtanen mission with launch in January 2004
would have recovered the original mission, as also aster-
oid Siwa could have been included easily. The risk of
AR5-ESCA not being ready in time, however, was con-
sidered to large.

The Wirtanen mission with launch in April 2004 includ-
ing a swing-by at Venus was rejected because of thermal

problems when coming close to the sun.

The missions to Temple-2 and Howell were not possible
as they come a bit to close to the sun. Moreover, the
DeltaV required for the nominal cruise and rendez-vous
manoeuvres did not fit at all into the available budget.

The mission to Churyumov-Gerasimenko satisfied all
mission constraints. Although the DeltaV is on the limit,
it was selected as new baseline, as it was the only choice
left.

4. BASIC TRAJECTORY DESIGN

A fine tuning of the mission to Churyumov-Gerasim-
enko to get and optimal compromise between science
quality, fuel demand and S/C safety resulted in the tra-
jectory shown in Fig. 3, Fig. 4 and Fig. 5. It has fly-by’s
at Steins and Lutetia, a rendez-vous at 4.0 AU from the
sun, a height at closest approach to mars of 250 km, and
a height at closest approach to the earth well above 200
km.

The trajectory contains 3 swing-by’s at the Earth and one
swing-by at Mars. The details of the swing-by’s are
given in Tab. 4. The direction of the velocities at infinity
for arrival and departure are given in a coordinate system
with the X-axis along the direction sun to planet and the
Z-axis along the angular momentum of the planet orbit
around the sun For departure, also the earth equatorial
declination is given.

Churyumov-Gerasimenko has its perihelion at 1.24 AU,
its aphelion at 5.68 AU and hence a period of 6.45 years.
Relative to the ecliptic, the inclination is 7 deg and the
argument of perihelion 12.8 deg, which means that the
apsidal line is close to the ecliptic.

The arc from the earth to the comet starts when the earth
is near to the ascending node of the comet orbit w.r.t. the
ecliptic and ends when the comet reaches the sun dis-

Table 3. Candidate missions (violations are shaded)

Comet Wirt Wirt Chu-Ger Temp-2 Howell

Launch Jan 04 Apr 04 Mar 04 Sep 04 Sep 04

Launcher AR5
ESCA

AR5
G+

AR5
G+

AR5
G+

AR5
G+

Lau Vinf (km/s) 4.500 3.100 3.515 3.515 3.515

Lau Decl (deg) -5.4 18.0 -3.7 -4.3 -4.3

Swing-by’s
Mars
Earth
Earth

Venus
Earth
Earth

Earth
Mars
Earth
Earth

Earth
Mars
Earth
Earth

Earth
Mars
Earth
Earth

RDV @ 4.4 AU Dec 11 Feb 12 Feb 14 Dec 13 Dec 13

DeltaV (m/s) 1502 1670 1739 1836 1990

Min Dsun (AU) 0.91 0.67 0.88 0.78 0.78

Max Dsun (AU) 5.26 5.25 5.36 4.73 4.73

Table 4. Details of planetary swing-by’s

Launch Earth-1 Mars Earth-2 Earth-3

Date 2004
Mar 02

2005
Mar 04

2007
Feb 25

2007
Nov 13

2009
Nov 13

V-inf (km/s) 3.547 3.863 8.809 9.362 9.379

Rad of peric (km) 6771 8341 3650 11680 8861

V-arriv ras (deg) 183.2 345.7 175.7 151.6

V-arriv dec (deg) 3.2 4.7 6.3 29.4

V-depar ras (deg) 184.5 84.4 331.4 151.4 109.8

V-depar dec (deg) 3.5 -12.5 -0.1 29.4 18.3

V-dep dec-equ-ear -2.0 -34.1 18.6 24.4

5



D
ip

ar
tim

en
to

 d
i m

at
em

at
ic

a 
- 1

8 
ap

ril
e 

 2
00

7

A. Finzi e F. Topputo, Politecnico di Milano

Caratteristiche dell’approccio classico

★ soluzioni analitiche
★ interpretazione immediata delle costanti del moto
★ soluzioni prossime a quelle “vere”
★ trasferimenti ad alta energia

       … ma …

‣ cosa succede se il satellite permane in regioni dove due (o 
più) attrazioni gravitazionali sono confrontabili?

‣ è possibile diminuire il costo (Δv) dei trasferimenti?

6
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Modelli a n-corpi
Le equazioni di Newton

• In astrodinamica si considerano solo modelli ristretti:
‣ Il moto dei corpi celesti (primari) è assegnato
‣ Il satellite non influenza il moto dei primari
‣ Il problema è ristretto allo studio del moto del satellite

x y

z

r1 r2

r3

P1 (m1) P2 (m2)

P3 (m3)(x, y, z) sistema di 
riferimento inerziale

7
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Il problema di Keplero perturbato

problema dei due corpi perturbazione di terzo corpo

La perturbazione del terzo corpo 
ammette potenziale

x y

z

P1 (m1) P2 (m2)r

Pj (mj)

djρj

Il disturbo dato da Pj potrebbe 
equilibrare l’attrazione 

gravitazionale di P1

8
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Esempio
Terra-satellite perturbato dal Sole

Potenziale totale

forza totale

Le forse si fanno equilibrio
in alcuni punti ...

9
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‣ i due primari agiscono sul terzo corpo (massa trascurabile)
‣ il terzo corpo non influisce sui primari
‣ i due primari si muovono di moto circolare attorno al loro 

centro di massa (problema circolare)

10

Il problema dei tre corpi ristretto

il moto dei primari è assegnato:

(X,Y,Z) sistema inerziale

Il problema è ristretto al 
moto del terzo corpo

10
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Sistema di riferimento rotante

• Equazioni adimensionali scritte in un riferimento rotante (sinodico) 
solidale con i primari. Il sistema dinamico è autonomo.

P1 P2

y

xn

r2

r1

r

G = 1
m1 = 1-µ
m2 = µ

n = 1
x1 = -µ
x2 = 1-µ

parametro di massa
del PR3C

11
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Ω(x,y)

12

Integrale di Jacobi

• Il PR3C ha un solo integrale del moto: l’integrale di Jacobi

• Il problema non è integrabile! solo osservazioni qualitative ...

• Si possono stabilire regioni vietate ad ammesse al moto

Dato x0, allora C0 = C(x0) e le 
regioni ammesse sono (x,y,z) 
tali che Ω(x,y,z) ≥ C0/2

≥ 0

12



D
ip

ar
tim

en
to

 d
i m

at
em

at
ic

a 
- 1

8 
ap

ril
e 

 2
00

7

A. Finzi e F. Topputo, Politecnico di Milano13

Regioni vietate e curve di Hill

C = -2E
C elevato             bassa energia!

Se C<3 , il satellite è libero 
di muoversi nell’intero 
spazio (x,y,z)

13
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x
P1

P2

L3 L1 L2

L4

L5

y

14

Punti di equilibrio

Il sistema dinamico ha 5 punti di equilibrio 
(punti lagrangiani).

L4, L5:
Stabile

L1, L2, L3: Instabile

0385.00
=< µµse

Nota: l’equilibrio è 
relativo al sistema 
sinodico!

La “natura” dei punti si evince da 
un’analisi lineare.

λ1,2 = ±
√

1/2{−1 + [1− 27µ(1− µ)]1/2}

λ3,4 = ±
√

1/2{−1− [1− 27µ(1− µ)]1/2}
λ5,6 = ±iγ

o

14
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PR3C nel sistema solare

System µ

Sun – Mercury 0.00000 01667

Sun – Venus 0.00000 24510

Sun – Earth 0.00000 30359

Sun – Mars 0.00000 03233

Sun – Jupiter 0.00095 38754

Sun – Saturn 0.00028 55022

Sun – Uranus 0.00004 37254

Sun – Neptune 0.00005 17732

Sun – Pluto 0.00000 27778

Earth – Moon 0.01215 06683

I punti triangolari dei PR3C del 
sistema solare sono stabili

I punti collineari L1 e L2 sono 
importanti per le applicazioni
‣ bassi valori di energia  (alti valori 
C)
‣ dinamiche, stabili e instabili,  
veloci

autovalori stabili e instabili

autovalori complessi e coniugati

Orbite iperboliche intorno a L1 e L2

Orbite periodiche intorno a L1 e L2

15



D
ip

ar
tim

en
to

 d
i m

at
em

at
ic

a 
- 1

8 
ap

ril
e 

 2
00

7

A. Finzi e F. Topputo, Politecnico di Milano16

Cenni storici

Scoperti:
‣ Lagrange, 1772

Utilizzo:
‣ Colombo, 1960
‣ Farquhar, 1966

➡ Le orbite non-kepleriane hanno caratteristiche uniche 
che possono essere utilizzate in scenari innovativi

16
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I trasferimenti a bassa energia

• I trasferimenti a bassa energia emergono in modelli nei 
quali si tiene conto di due (o più) attrazioni gravitazionali 
contemporaneamente agenti sulla sonda.

‣ orbite non-kepleriane
‣ dinamiche caotiche
‣ sistemi non integrabili
‣ perdita degli elementi orbitali

➡ come progettare trasferimenti low energy? 
     approccio qualitativo: sfruttare la presenza di punti di 

equilibrio, orbite periodiche, varietà invarianti, ...

17
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Le “weak stability boundaries”

• Belbruno, 1987

• Trasferimenti Terra-Luna 
con cattura balistica

• Arrivo su orbita 
selenocentrica ellittica

• Salvataggio della missione 
giapponese Hiten nel 1991

18
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1

2

3

4

5

6

7

8

µ

c2
(µ

)

c2 vs µ

L1

L2

19

Linearizzazione intorno a L1 e L2






ẍ− 2ẏ − (1 + 2c2)x = 0

ÿ + 2ẋ + (c2 − 1)y = 0

z̈ + c2z = 0

Riferimento centrato nel punto d’equilibrio

con

li = xLi, i=1,2.

c2 = c2(µ) =
µ

(1− µ− li)3
+

1− µ

(µ + li)3

19
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Soluzione linearizzata






x(t) = A1eλt + A2e−λt + Ax cos(ωt + ϕ)

y(t) = −k1A1eλt + k1A2e−λt − k2Ax sin(ωt + ϕ)

z(t) = Az cos(νt + ψ)

λ =

√
c2 − 2 +

√
9c2

2 − 8c2

2
, ω =

√
2− c2 +

√
9c2

2 − 8c2

2
, ν =

√
c2

Autovalori dello jacobiano

k1 =
2c2 + 1− λ2

2λ
, k2 =

2c2 + 1 + ω2

2ω

20
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Costanti arbitrarie






x(t) = A1eλt + A2e−λt + Ax cos(ωt + ϕ)

y(t) = −k1A1eλt + k1A2e−λt − k2Ax sin(ωt + ϕ)

z(t) = Az cos(νt + ψ)

A1, A2, Ax, Az, ϕ, ψ sono costanti arbitrarie associate a soluzioni 
di diversa natura

A1, A2

Ax, ϕ

Az, ψ

moto stabile e instabile (sella)

moto periodico nel piano (centro)

moto periodico fuori dal piano (centro)

ω != νin generale

21
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.) L1Earth Moon

A1A2<0

A1A2<0

A1A2>0A1A2>0

(A1>0)

(A1<0)

(A1<0) (A1>0)
Wu

L1

WL1
s

22

Sella

{
x(t) = A1eλt + A2e−λt

y(t) = −k1A1eλt + k1A2e−λt

Orbite iperboliche (A1≠0 e A2≠0)
‣ orbite di transito (A1A2<0)
‣ orbite di non-transito (A1A2>0)

Varietà invarianti lineari associate ai punti
‣ EsLi, varietà stabile (A1=0, A2≠0)
‣EuLi, varietà instabile (A1≠0, A2=0)

Le varietà invarianti associate ai punti possono essere sfruttate per 
applicazioni spaziali

22
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Varietà invarianti (punti)

Varietà invarianti: linee 1D, 
nello spazio delle fasi, tali che

Sistema Sole-Giove

 WS
L2 (blu) 

 WU
L2 (rosso)

Le due varietà 1D si estendono 
fino a 3 UA oltre l’orbita di 

Giove. 

W s
Li
≡ {x ∈ R6|x(t) → Li, t→ +∞}

Wu
Li
≡ {x ∈ R6|x(t) → Li, t→ −∞}

W tangente ad E 
intorno al punto 

(teorema di Hartmann)

23
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Orbite di Lyapunov

{
x(t) = Ax cos(ωt + ϕ)

y(t) = −k2Ax sin(ωt + ϕ)

Orbite Lyapunov infinitesime possono essere 
continuate fino ad ottenere orbite di 
dimensione finita

Queste orbite sono di scarsa utilità pratica (per 
applicazioni spaziali è utile il moto fuori dal piano)

Nel piano (x,y)

24
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Orbite halo

‣ Ampie orbite periodiche 3D
‣ ω = ν, ottenute forzando i termini di ordine superiore
‣ Adatte a molte missioni (ampie escursioni fuori dal piano)
‣ Ottenute per via semi-analitica

Famiglia di orbite halo 
intorno a L1 del sistema 

Sole-Terra

25
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La prima missione
ISEE-3, 1978

Scopo: monitorare l’interazione tra il vento solare e 
il campo gravitazionale terrestre fuori dalle fasce di 
Van Allen

26
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‣ Esistono anche varietà invarianti associate alle orbite 
periodiche
‣ Queste varietà sono “oggetti” più complicati delle semplici 
varietà associate ai punti

27

Varietà invarianti (orbite)

Varietà stabile

Varietà instabile

W s
Li,p.o. ≡ {x ∈ R6|x(t)→ p.o., t→ +∞}

Wu
Li,p.o. ≡ {x ∈ R6|x(t)→ p.o., t→ −∞}

Varietà 2D, nello spazio delle fasi, definiti come:

27
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Varietà invarianti (orbite)

28

WsLip.o. e WuLip.o. possono 
essere viste come le varietà 
associate ad un punto di 
equilibrio di una mappa di 
Poincarè

Associate agli autovalori stabili e instabili dell’operatore di 
monodromia M, associato all’orbita periodica.

x !→ x0 + M(x− x0)

28



D
ip

ar
tim

en
to

 d
i m

at
em

at
ic

a 
- 1

8 
ap

ril
e 

 2
00

7

A. Finzi e F. Topputo, Politecnico di Milano

Varietà invarianti: esempio

Sistema Sole-Giove
Orbita di Lyapunov intorno a L2

blu: WsL2p.o., rosso: WuL2p.o.

29
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“Libration point missions”
• Le orbite asintotiche (stabili) possono essere sfruttate

• Se lo scopo è orbitare un punto di equlibrio (e.g. L2 Sole-Terra)

‣ “posizionare” il satellite sulla varietà stabile dell’orbita

‣ il satellite tende spontaneamente all’orbita finale

‣ una piccola manovra è necessaria per l’inserzione sulla halo

30
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La missione ISEE-3

‣ Nel 1978 la traiettoria di  ISEE-3 
fu progettata con metodi trial-
and-error (il concetto di varietà 
stabile non era stato introdotto)

‣ la traiettoria può essere 
giust i f icata a poster ior i 
nell’ottica delle varietà invarianti

31
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Orbite risonanti

32

Ottenute con oppurtune condizioni iniziali

32
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“Resonance transition”

‣ La cometa Oterma effettua un salto di risonanza

‣ 2:3        3:2

‣ transita attraverso le varietà stabili e instabili delle orbite di 
Lyapunov intorno a L1 e L2

33

‣ orbite risonanti del tipo p:q, pTC = qTJ

‣ la cometa orbita il Sole p volte in corrispondenza di q 
rivoluzioni di Giove
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La tecnica delle varietà invarianti

34
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Tour delle lune di Giove
‣ La tecnica delle varietà può essere usata per progettare un tour 

delle lune di Giove

‣ Esempio: tour di Ganymede e Europa

35
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Fuga balistica - 4 corpi

36

Riferimento geocentrico Riferimento eliocentrico

‣ Si tiene conto della perturbazione del Sole (problema dei quattro 
corpi: Sole-Terra-Luna-satellite)

‣ Se il satellite è inizializzato su un’orbita 2:1 risonante con la Luna, in 
luogo del salto di risonanza, si ha la fuga balistica: il satellite 
abbandona dal sistema Terra-Luna

‣ La fuga avviene a costo nullo

36
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Conclusioni

Le dinamiche a n corpi danno origine ad orbite non-Kepleriane che 
possono essere sfruttate per

‣ ottenere caratteristiche uniche nell’ambito di scenari innovativi 

‣ progettare trasferimenti a basso costo per ridurre le masse di 
propellente

‣ ottenere soluzioni già rifinite pur in un contesto preliminare
... ma ...

‣ tempi di trasferimento elevati

‣ traiettorie altamente nonlineari (dinamiche caotiche)

‣ mancanza di soluzioni analitiche (problemi non integrabili)

37
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