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——
| VETTORI 2D

punto nel piano

coordinate cartesiane P(x,y), (x,ye R)
(ascissa, ordinata) o |

X
P(x,y)%V:{ }
y

vettore a due componenti

el

(direzione: retta OP, verso: da O
a P, modulo: distanza OP)

P=P&Sv=v
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VETTORI 2D

0(0,0) =

B no---- - A2,3) >
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——
| VETTORI 2D

prodotto di un vettore per uno

scalare ke R
P(x,y): V=|:xj| f
y
o
vi=kv = v
ky > >
k w _—
i
P'(kx, ky): v'=
_ky_ P(x,y)— P'(kx,ky)

Franca Calio- Elena Marchetti - I POLITECNICO DI MILANO



| UN ESEMPIO

prodotto di un vettore per uno

—3/2}

scalare

P(x,y): v ={

2

—(v=|
v'= V= 4

P'(kx,ky): v'=

3
—4

v

(k<0)

P(-3/2,2)— P'(3,—4)
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——
| VETTORI 2D

somma tra vettori

U=V+Ww
X
Q(x,y): V{ }
y A
X' P
P(x',y"): W={ } R
y .
X+ X P T
R(x+x',y+y'): u={ } Q
y+y

Il punto R ¢ 1l secondo estremo della
diagonale del parallelogramma
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——
| UN ESEMPIO

somma tra vettori

U=V+Ww

2
Q(x,y): V{ }

—1 '»
P(.y): w=| | P

X,V ). W= 4 ' R
1 IS 7

R(x+x',y+y'): u={3} Q

Il punto R ¢ 1l secondo estremo della
diagonale del parallelogramma
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——
| VETTORI 3D

punto nello spazio, coordinate cartesiane:

ascissa, ordinata, quota P(x,y,2), (x,y,Z€ R)

P(x,y,z)> v=|Yy

v P
o\"\\\:}
v =[x y z](vettore trasposto ) y

Osservazione: P(x,y,0)—v=|y| appartiene al piano xy
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——
| VETTORI 3D

prodotto di un vettore per uno
scalare

kx
vVi=kv=|ky|, keR /

\ y
kZ / iy
somma tra vettori
N
B 7] B '_ B '_ N
X X X+Xx \

u=v+w=|y |+ y|=| y+)
z| |2 |z+7 ]
¥y
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——
| CURVE IN FORMA CARTESIANA

P(x,y)e C:x*+y* =r" 2

P(xy)

Curva intesa come luogo geometrico o r

Curva “statica”

Conviene cambiare “punto di vista’: C e descritta dal punto P che
ruota attorno al centro
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——
| CURVE IN FORMA PARAMETRICA

P(x,y)e C:x=rcos(t), y=rsin(¢),0<t<2x

le coordinate di P variano al variare ;"
di r (parametro)

Curva intesa come fraiettoria

Curva orientata

Curva “dinamica”

rcos(t) |
PeC:v(t)= . LO0<t<2x
| rsin(r)
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——
| CURVE IN FORMA PARAMETRICA

Attenzione: la stessa curva puo avere diverse parametrizzazioni
P(x,y)e C:x=rcos(2t), y=rsin(2t),0<t<x
rcos(2t) |

PeC:v(t)= , L O0<t<rmw
| rsin(2t) |

Tutte le curve del piano cartesiano possono essere parametrizzate.

i

t
v(t):{ 2},—o<><t<+oo
t

@)
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——
| CURVE IN FORMA PARAMETRICA

Una curva del piano cartesiano si puo anche considerare
nello spazio tridimensionale (quota =0)

rcos(t)
PeC:v(t)=|rsin(t) |,0<5t<2x
0

¢

V(t)=|17 |, —o0 <t < +oo
~
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——
| CURVE 3D IN FORMA PARAMETRICA

x(1)
vie)=| y@®)|, tel (IcR) — Px@),y),z1))

z(2)

punto dello spazio, coordinate
dipendenti da una variabile (parametro)

curva orientata (traiettoria)
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I
\ | CURVE 3D IN FORMA PARAMETRICA E

- r COS (t ) _ .;____ __%\;}
V(t) —| T Sin(t ) , T€ER .Hf_j::f’ §<
5 -

elica cilindrica

-
'''''''

g ﬁ
oL [T T

LF --!I_ [ gl
':'!"!'-.'s'! ull!!!i—!-,.l' i_
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——
| SPIRALI (CURVE PIANE)

p(t)cost |
V(t)= p(t)sint |, t€R
- O _
circonferenza p)y=r

spirale di Archimede 0O(f) =t
spirale logaritmica ~ P(t) =e“, (a€ R)

spirale iperbolica p)=1/t (t+#0)
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Spirale di Archimede Spirale iperbolica

Spirale logaritmica
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I
|CICLOIDE

Tracciata da un punto di una circonferenza che rotola su una retta

soluzione del problema della brachistocrona (G. Galilei)
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I
| CICLOIDE

r(t—sint)

r(l—cost) - x
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I
| EPICICLOIDE

Tracciata da un punto di una circonferenza (raggio r) che rotola
esternamente ad un’altra circonferenza (raggio a)

Curve differenti a seconda del rapporto: q= a/ r (r<a)

q=3
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e

PICICLOIDE

a-+r
(a+r)cost—rcos( 1)
r
: . a-+r
(a+r)sint—rsin( 1)
r

te R,a=zr>0
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I
| IP_OCICLOIDE

tracciata da un punto di una circonferenza (raggio r) che rotola
internamente ad un’altra circonferenza (raggio a)

curve differenti a seconda del rapporto: g=a / 4 2

A\
Q
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IPOCI

CLOIDE

(a—r)cost+rcos(

(a—r)sint — rsin(

a—r

)

r
a—r

)

r

te R,a=zr>0
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——
| LE TRASFORMAZIONI DEL PIANO

Si chiama trasformazione geometrica piana una
corrispondenza che associa punti del piano a punti dello
stesso piano.

Il punto P’ associato ad un dato punto P nella trasformazione f ¢
detto corrispondente o immagine o trasformato di P.

In simboli:

P—f»P ’

Franca Calio- Elena Marchetti - I POLITECNICO DI MILANO



I
| TRASFORMAZIONI AFFINI DEL PIANO

rette 1n rette

st mantiene 1l parallelismo kL

® I’OtaZiOIle Differential écaling Skew

e traslazione 8&
e cambiamento di scala . :
(Omotetl a) Ratation Tranzlation
e trasformazione di taglio
| V f

il P(x,y)—P'(x',y')
e composizione di trasformazioni |
(roto-traslazione, roto-scaling...) V= {x } Sy = {x }

Y Y
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ISOMETRIE

trasformazioni affini che mantengono distanze e
angoli

* identita \
e riflessione rispetto ad un asse (simmetria assiale)

e riflessione rispetto a un punto (simmetria
centrale)

e rotazione attorno ad un punto ,

e traslazione 1n una direzione

direzione dell’asse)

>~ A

>

<

* glissoriflessione (riflessione con traslazione nella



30
N Tl.{ASFORMAZIONI AFFINI DEL PIANO

Come rappresentare algebricamente le
trasformazioni affini?
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——
| MATRICI

A= a;,€ R (i,j=12)
Uy Uy |

matrice quadrata di ordine 2 (due righe e due colonne)

qualche esempio:

o o A Bt Y )
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——
| MATRICI

prodotto matrice-vettore

a a X
11 12
A: . V=

a21 a22 y

ayy a12_ A _a11x+a12y_ :
a4y G | Y] |G XTayy

Av=

1
ll
<

A '

. . . I
matrice di trasformazione V——V (V—V)
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——
| UN ESEMPIO

prodotto matrice-vettore

2 =1 1
A= , V=
1/2 1 -3

2 —1[ 1] [20+=D3)] | 5
1/2 1 |=3] [1/20+1(3) | |-5/2

Av=

1
1
|l
<

A

V——¥V

I_a matrice caratterizza la trasformazione
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——
| MATRICI

prodotto tra matrici (righe per colonne)

all a12 bll b12
A= B =
a a b b

21 22 21 22

C=AB= |:a11 a12:||:b11 b, } _ {Clnbn +a,,b,, ayb, +a;,b,, }

ay Ay || by by, ayby, +a,b,,  a, b, +ayb,,

AB#BA
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N

N ESEMPIO

A=

C=AB=

1/2

I (—1)2+_o(1) (-]
3(2)+1/2(1) 3(-5)+1/2(1)

BA

, B =

oS
1 1

Franca Calio- Elena Marchetti - I

)(=5)+0(1) |

—17 =5/2
2 1/2

-2

5

13/2 -29/2
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MATRICI (un’estensione)

[_e matrici quadrate possono essere di dimensione (nxn) con n> 2

[_e matrici possono essere con numero di righe € colonne diverso (nxm)

*Un vettore colonna ¢ una particolare matrice (nx/)

oIl prodotto tra matrici ¢ definito solo per matrici conformabili (il
numero di colonne della prima e il numero di righe della seconda
devono essere uguali)

)
AB=|a,,

| d3;

)

5%,

dsy

I BA

b b a, by, + a,b,,
11 Y12
_b21 bzz_

=| dyby, +ayb,,

K& by +aznb,,

non si puo effettuare
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a, by, +ay,b,,

a, by, + a,,b,,

as by, + aznby, |
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RAPPRESENTAZIONE ALGEBRICA DI 37
TRASFORMAZIONI DEL PIANO

P(x,y)—P'(x',y") V:B}HV:B}

matrice A rappresenta la trasformazione
(identita, rotazione, riflessione ....)

b vettore di traslazione
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| SIMMETRIA ASSIALE (b,=b,=0)
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| SIMMETRIA CENTRALE - ROTAZIONE (b,=b,=0)

x'| |cos? —sin? || x
L}}_Linﬂ cosﬁ}{y}
X'=xcost'—ysin}
{y’zxsimﬂ+ycosz§‘
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| TRASLAZIONE - GLISSORIFLESSIONE

>
* X
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——
| OMOTETIA-CAMBIAMENTO DI SCALA (b,=b,=0)

[

x'=k
{ ' (k=2,h=1/2
Y
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L D
| ROTO-OMOTETIA (b =b =0)

x| [k O] cost? —sindd| x
y'| |0 k| sin?? cos? |y
xX'=(kcosthx—(ksindd)y
{y’z (ks x+(kcosth)y

(k=+2/2,0=1/4)

212 0 Jcost4 —sinw/4] [U2 —1/2
0 +2/2|sinw/4 cost/4 | |12 1/2
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L D
| ROTO-OMOTETIA (b =b =0)

®

k=410 /4, & =artg (1/3) k=A/5/3, ®=artg (1/2)

3/4 -—-1/4 2/3 —1/3
1/74 3/4 /3  2/3
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——
| I ROSONI

edecorazioni circolar1 generate da
rotazioni di un motivo attorno al centro

*motivo senza o con assi di simmetria

®
56
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STRUTTURA DI UN ROSONE

* ciclico : senza assi di

simmetria, generato da rotazioni |
d1 un motivo base

* diedrale : con uno o piu assi

di simmetria, generato sia da

rotazioni sia da riflessioni di un

motivo base
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I
N| I ROSONI CICLICI o

Rosone ciclico C

* 1] motivo base ruota attorno al centro
con rotazioni di ampiezza

J=27/n
e |’intero rosone si ottiene con -/
rotazioni

e]a matrice di rotazione €:

A | 8 27/n  —sin2zx/n
|sin27/n cos2z/n
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48
N | ROSONI CICLICI NEL DUOMO DI MILANO
|

C, G,
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N I ROSONL DIEDRALI

Rosone diedrale D,

e rosone ciclico con n assi di simmetria

* il motivo base, generato per riflessione
rispetto ad un asse, ruota attorno al centro

* il motivo base genera il rosone con 2n-/
riflessioni rispetto agli assi

e]a matrice di trasformazione €:

| cos2(a+kr/n) sin2(a+kx/n)
| sin2(a+kx/n) —cos2(a+kx/n)|’
k=0,1,.,2n-2

n=4

(a= angolo formato dal primo asse di riflessione con il
semiasse positivo delle ascisse)
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ROSONI DIEDRALI NEL DUOMO DI MILANO

[cos 2(z/2+kx/3) sin2(x/2+kx/3)
| sin2(z/2+kx/3) —cos2(m/2+kx/3)|

a=rx/2, k=0,1,..,4

cos 2(7/8+kn/8)  sin2(7/8+k 7/8)
sin2(7/8+kx/8) —cos2(x/S+kx/8)|

a=2L. k=01..14

D,

8
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M| ROSONI DIEDRALI
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ROSONI CICLICI
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Franca Calio — Elena Marchetti

franca.calio@polimai.it
elena.marchetti @polimi.it
lab-fds @mate.polimi.it

http://tds.mate.polimi.it/
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